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Vocrbeelden

Grootheden, die in een wiskundig model door stochastische
T
ks onalhankell jke experimenten met
munt tTot
gen wordt . Maar ook: de gewlchis-
de leverti jd

grootheden voorgesteld kunnen worden, zi1Jjn de volgende. He

aantal successen 1in een ree

leder een kans p op succes, Het aantal worpen met een

L

voor net eerst Kruls verkre

toename van een proefdier tijdens een proefperilode;
van een ultgegeven order; het aantal fouten, dat in een week 1in
een administratie gemaakt wordt en het aantal telefoongesprekken,
dat gedurende een bepaald tijdsinterval over een bepaalde lijn

gevoerd wordt.

Notatie

A .

Stochastische grootheden geven wij aan met onderstreepte

Lati jnse letters: X, y, Z, Xas Xns X, EDZ., terwljl getalwaarden,

%o

die z1j aan kunnen nemen, vaak beschouwd als algebraische

varliabelen, door dezelfde letters zonder onderstreplng aangegeven
worden.

N 1oadel | | ; e s
(151) Eégﬁaxj =" de kans dat x een waarde = x aanneemt.

In plaats van onderctreepte letters worden vaak ook vet ge-

drukte letters of hocofdletfers gebrulkt.

Bljbehorende te
De

verzameling

rmel
van een stochastische grootheid x 1is de

Kansverdeling
van alle waarden x, die x aan kan nemen met de blj-
| sfunctie van x 1is

behorende De verdeling

functie
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De belangrijkste discrete verdellingen zljn

1. Het alternatief of de dichotomie. (voorbeeld

. il B -
craaf 1.5):

Van deze verdeling bestaan ultvoerige tabellen,
noemen: Tables of the Binomial Probability @ﬁﬁtwibuﬁimﬂﬁfNatimnal
Rureau of Standards - Applied Mathematlics bSeries 6 (ﬂ@ﬁ@)ﬁ
H.G. ROMIG, 50-100 Binomial Tables, John wiley (1953) .

Reide tabellen bevatten zowel de waarden van de afzonderll jke
t de waarden 0,07

termen als van de verdelingsfunctie; p doorloop

(0,01) 0,50 en n de waarden 2(1)49 respectieveliji 50(5)100. Het
hepalen van kansen wanneer n >100 is, zullen wij in hoofdstuk 1V

behandeléen.

(voorbeeld 7 van paragraaf 1.5):

3. De hyp raeling

ergeometrischne ve
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worden door de binomiale verdeling (vgl. de rpmerking bl j voor-

beeld 537 in het eerste hootf'dstuk) .

4 De negatief bpinomiale verdeling
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Tussen de kansen (1.8) en (1;6) bestaat een eenvoudlg Ver

vermenigvuldigt men de kansen (1;0) met
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en vervangt men k door x, dan ontstaan de Kansen (1;8). Met be-

hulp van deze relatie kunnen de kansen van de negatief binomiale

verdeling altijd uit een tabel van de binomiale verdeling berekend

worden .

5, De FPoissonverdelling:
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N willekeurig positief).

Deze verdeling is onder andere getabelleerd 1n:
E.C. MOLINA, Poisson's Exponential Rinomial Limit, D. van Nostrand
Company, New York (71945);
er is een tabel met afzonderlij«e rermen en een cumulatieve tabel;
A doorloopt de waarﬁﬁmOﬁQGW(OQOGﬂ)GﬁO10@g&1ﬂmﬁﬂﬁh4)45,0(4)400e

Verder bevat het uitgebrelade tabellenboek van
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E . 9. PEARSON and H.O. HARTLEY, Biometrika Tables for Statisticlans,
Vol. I Cambridge (195%4),
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Definitie 1;3

Continue kansverc

leilingen 21 jn kansverdelingen, waarbij de

stochastische grootheid een continuum van waarden (bijv. alle

interval) aan kan nemen,
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Deze kansverdelingen treden op als limiet van discrete kans-
verdelingen (zoals wij later zullen zien; ziJ worden daarom vaak
voor benaderingsdoeleinden gebruikt) en als wiskundig model bi]

grootheden, die quantitatief op een bl j benadering continue schaal
te van een recruut,

daarvan zijn: de leng

arfgelezen worden. Voorbeelden

xR

1) Als d€ verdeling in werkelijkheid "begint" bij een punt x=a kan
men ook a als ondergrens van de integraal nemen; daar dan echter
F(x)=0 voor x=< a, dus ook f(x)=0 in dat gebied, is de ondergrens
- oo Steeds correct. Analoge overwegingen gelden voor de boven-
grens, indien deze het "einde" van de verdeling overschrijdt.
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De "eindpunten’ (), en (), zijn hierin constanten én treden

1)

als parameters op.

8. De normale verdeling:

I A B T et b e Fulde e

Sl
NN o

oAby AT

Rezit x een normale verdeling met paﬁametevsfﬁiemnaj s
wordt dit aangegeven met: X 1s N(/i,ﬁjwvevdeeldﬂ
Ts AL =0 en =1, dus 1s x N(C,1)-verdeeld, dan spreekt men

van de gestandaardiseerde normale verdeling. Voor grootheden,

dan

die deze verdeling bezitten, gebruiken wij het symbool u. De

gestandaardlseerde normale verdeling is uitvoerig cetabelleerd.
Tabellen van de verdelingsdichtheld en de verdelingsfunctile

van u ziJjn onder andere opgenomen 1in de reeds genoemde verzameling

'vanlgﬁRTLEY enn PEARSON: x doorloopt hierin de waarden 0,00(0,01)

e e . B K

1) Parameters van kansverdelingen worden meestal door“wgiekse
letters aangegeven. In bepaalde @eva}len, EQ&lS bi{ e
parameter p van een binomlale verdeling, zijn andere symwrdt
bolen zozeer ingeburgerd, dat van deze regel afgeweken WO .

2} Dat voor deze functie inderdaad de relatie (1§q“) i91d§é;%ndt
men bewezen in de appendix aan he o
(zie blz.10).




6,00 (tabel 1).
Ken beknopte tabel 15 aan

de waarden van f{(x) als van F(x) kunnen gemakkell jk
rarith-

cevonden worden met behulp van een tabel van natuurlil jke log

men of van e-machten; een dergelil jke tabel 1s bijvoorbeeld:
3

. . }i ' Pu " g 4 _ "
HOLTAPPEL, Tafels van e”, P. Noordholl, Groningen (19308
en van 0,001 op tot en met 9,999

X loopt van 0,000 met sprong

2
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Tn de formules (1;:;22) en (1;23) 1is | de y-functie, die
finieerd wordt door (vgl. ook II.bH)

o [ L
(1;24) (p) - | ¢ %P dx

-
-

"
_ A e
Naar de parameter n wordt de A “—verdeling vaak gencemd: X -

verdeling met n vrijheidsgraden.

en tabel van de verdelingsfunctie voor n = 1(4)%3U3Vﬂ3€ﬂa
x = 0,001(0,001)0,01(0,01)0,1(0, 1y2,0(0,2)10(0,5)20,0(1)40(2) 120
is opgenomen in de verzamellng van HARTLEY en PEARSON (tabel 7).
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gevallen

De onder 9 en 110G
van de gamma-verdeling




ceval van de
die ontstaat,

tieve waarden laat doorlopen.

Onder de klasse van y-verdeling

de bestaande tabellen verwljzen wil]j naar
ROBBEN, De Gamma-verdeling;
eigenschappen, schattings- en toetsingsmethoden, Rapport S 247 van

de Statistische Afdeling Mathematisch Centrum (1959).

rort overzicht betreffende

van het

12. De beta-verdeling

(O0=X =21, X >0, :5*:?-0)

Waarden van F(x) kunnen onder andere gevonden worden met
behulp van tabel 16 en nomogram 17 uilt de verzameling van HARTLEY
en PEARSON; in de tabel doorloopt « de waarden 0,5(035)15,20,30j60yg3
)5,6,74,10,12,15,20,30,00.

de waarden

11t de normale verdeling worden afgelelad
crootheid x is dan zelf niev

Deze verdeling

door voor x te substitueren log y: de
normaal verdeeld, maar de logarithme ervan wel. Deze transformatie

met behulp van tabellen van de normale

kan ook gebruikt worden om
verdeling waarden van f(x) en F(x) te vinden.

Ter illustratie is in Tiguur 1,4 de verdelingsdichtheld en de
verdelingsfunctie van een normale verdelling met parameterq/x en ¢
retekend. De afstand van het punt X=/ tot de abscis van het bulg-




punt van f(x)

ﬁﬁﬁﬁﬁ
MMMMMM

L]
"""""""""
b rir

O R
B

ngsdichtheid en verdelingsfunctie va

L TN T oL YT ke S A Gl L R (T T T I e

celeide van f{(x) gelijk aan nul te stellen.
waarin de verd

chtheid en verdelingsfunctie van de exponentléle ver-

deling met parameterwaarde A = --
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Opmerking

Tenslotte willen wilj Nog verwi jzen naar twee Nederlandse
publicaties.

1. In een artilkel van H J. PRIN3, dat zal verschl jnen in het
tweede nummer van de jaargang 1960 van STATISTICA NEERLANDICA,
cegeven van methoden om kansen behorende bil]

wordt een overzicht
bepaalde verdelingen te berekenen met behulp van tabellen van andere

verdelingen.
2. Onder redactlile van
schijnt bij Stenfert Kroese een 1loSOD

voor Statlistiek ver-
"gtatistische

de Veren 1 in 2,
lge verzamellng




, die reeds een groot aantal van de hiler

de verdelingen omvat,

cansverdelingen, dle

5
; oy
- .m@g - i

Kunnen word en gemiddelden van een discrete

en als gewog
continue, d.w.z. waarvoor geldt:
(1331)  F(x)=xt

cerbaar

waarin Fﬂ(x) een trapfunctie en F.(x) continu differentle

v
is.,

€ ¥

Voorbeeld
De schadeuitkering, die In een
moet geschleden, =“r is een positieve kans op ultkering O ( geen

verhaalbare schade), fterwijl verder een (vrijwel) continue schaal

van mogell ke ultkeringen bLestaat.

De mogeli jkheden z1i,n hiermede nog niet ultgeput. Men kan
continue verdelingsfuncties beschouwen, die een niet contlnue€ af -
celeide bezitten of dle in oneindig veel punten niet differentieer-
baar zijn. Deze pathologische gevallen zljn voor de praktiljk van

weinig of geen belang en blijven hier buiten beschouwing.
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Voorbeelden
Het aantal worpen met een munt tot voor de tweede maal Kruis
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Cisch onafhankelli jk zijn en alle dezelfde
bezitten.

Indien de eenvoud veronderstellen, dat de
steen zulver 1is, en indien XgsXn, o0, X €€N willekeurig

mogell jke ultkomsten is, geldt volgens (3:;5)

grootheden stochas-

marginale) verdeling

j J voOoOr @ E:} b & 1 -

stel

oy ™
| » ?: : W Pl X W s q!;;ﬁi VI W — '%V z. }”’""ﬂ "% — e e:
( 3 3 q 3 ) [ A g A o A, A fﬁ% }{f; ey W&E P :};{ | o ’”ﬂ}
- i, e s | P 4 ;
%

dezelfde,
Niet alleen bij worpen met dobbelstenen of munten is de
derstelling dat de experimenten stochastisch onat'hankell jk zijn
vaak gerechtvaardigd. YWanneer men steekproeven zorgvuldlg kiest
(bijvoorbeeld met behulp van aselecte getallen (vgl. voorbeeld
533 in hoofdstuk I)), dan kan men veelal ultgaan van de onder-
stelling dat de meetresultaten door stochastlsch onafhankeli jke
grootheden voor

gesteld kunnen worden. Terloops merken wij hierbi j
Op, dat men een dergeli jke ond niet klakkeloos behoeft te
aanvaarden, doch experimenteel kan onderzoeken. De statistiek
peschlkt dan over de middelen orn

erstelling




waarblij voor de

wordt, dan

daar de tussen de vi
18.

sStochastische

Zeker
sch afhanke-
Kan nemen, aifhangen van

waarde, die x, aanneemt (en andersom). Beschouwt men echter
grootheden:

Y %‘*2 " @mzﬂﬁ

er onafhankelljk en zij bezitten alle
mlale verdeling (formule (1;8), hier met
Dit volgt ogenblikkeli jk uit dat na ledere
waarblj kruls verkregen is,

is.

<Leningen omtrent de kansverdeling
>1) 1s het dan ook

cenvoudig
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ﬂ%ﬁfﬂ%ﬁﬁz%ﬁﬁﬁmz-.n aan kan nemen, met

Pezit X een continue verdeling met verdelingsdichthe!
dan luidgt

.

iy S A I ,,,;‘j w 0
dJelinitile

W) PR ‘“’? <
(4:3)  Foo0 % (o o d

S @ ;ﬁ’ (28

De functie @(x) van x is, daar X stochastisch 1gs, zelf in

net algemeen ook een stonchastische grootheid. De verwachting éﬁ}

o ' W

1s een operator , die deze stochastische grootheid in een getal

"3 de rechterleden van (%4:2) en (4;3) zijn getallen.

ri

""""

i
rechterleden van (4;2) en (4;73).

Definitie 4,2

N c o
foon e ‘? WY £ | e Y \ o . oy F oy 8 .
det kK~ moment (k=0,1,2,...) van een stochastische grootheid

X 1s de verwachting

Notatle: p  of, indien nodig, %@M{KE@ Dus

S W R o NN R e Yoo

1) Ter verkorting wordt de toevoeg:
gelaten.,
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Voorbeeld 4;#4
Bezit x een Yy-verdeling met parameters o~ en A (vgl. (1:;25)),

dan is
> - \* DN SN, S R I )N B0 AKX L, % ,i
4 CX =\ X. == ¢ LE AR e S | @7 XTOX =
© 3
A () AR L ey A Tle) o &
IW‘<D(\ NT T . (C}i 1) - () N T N

Verder 1S

Fenn overZzicht van de eerste momenten varn de in paragraaf -

cenoemde verdelingen 1S opgenomern in tabel 4;I op-blz. L% .

Definitie 4;3
Het k= cereduceerde moment (k=

WWM

l
erootheid x is de verwachting van (X-

,2,...) van een stochastische

Y

it a o o £~/
Notatie: . of, indien nodig ‘¢k(§)¢'Verder noemt men X = X- L,

de gereduceerde X. Dus:

\J

(4511) = pu) =22 =E 0"

Cpmerkingen
Het eerste gereduceerde moment 1S 21tijd 0. Het tweede ge-
2
reduceerde moment wordt de variantle van X genoemd en met T ,

De variantie komt overeen met het traagheldsmoment om net
swaartepunt. Voor iedere kansverdeling 1S CTgiZO en alleen dan O
als x één waarde met kans 1 aanneemt. De wortel uit de variantie

Al

wordt de spreiding of standaardafwl jking van X genoemd.
De berekening van de gereduceerde momenten, waarvarn vooral
de variantie belangrijk is, geschiedt het snelst met behulp van
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door (2:9), 1is de marginale verdeling van X volgens (2;15) een

normale, met parameters i, en O,. Volgens (4;7) en stelling

4;1 is dus voor deze verdeling

o A kﬁ_‘z 0 .
(4,9/\9) L&X - ,}*-/Lq " ‘\st ::::;O; A }_/L’l
en analoog voor Y.

Stelling 4302
2lin X en ¥y onafhankeli jk verdeeld, dan geldt voor de ver-

wachting van een produkt W)WY (Yy) van functies van x en y al-

zonderli jk:

AR . e R

Eoeawiy) =@ 0w (y) Fooy) dxdly -
~~~~~ (oe eoax (W) RO ey 900 Bvly!

Door middel van een tegenvoorbeeld kan men santonen, dat het

Stelling 433
De operator ¢ is een lineaire operator, d.W.Z.

(4;22) Claw(x.y)+ oy (X Y cY AT WX,y )+ Ry (X, )+ €,

en a, b en ¢ constanten ziin. De stelling geldt analoog VOOT

neer dan 2 stochastische grootheden.

Bewl ]S

De geldigheild van (4;22) volgt onmiddelli jk uit definitile 41,

Toepassing
Deze stelling maakt het mogelil jk de gereduceerde momenten 1n

de gewone uit te drukken. Bijvoorbeeld (vergelijk (4;12)):
THx)=(x- L) =E (X -2 X+ Ut =

2

m%,m}s'imjz Hfg,} + Hlmp,zwz ;_,L:’“J,- M’-m Hlmi_& :



hetgeen dus leidt tot de volgende zeer nNUTTLEE formule ter bere-

kening van de varilantie
(4323)  Oiop, gt of 00 =3xM- ()

ariantie van de normale vVeEYr -

(4;8)

Passen wij deze formule op de Vv
deling toe, dan vinden wij met behulp van (4L:7) en

(hsen) o0 Bkt (Ex) a0 it pteo

de wortel van de variantie, dat

De parameter o is dus gell jk aan
zoals W1

i3 de standaardafwijking. Daar bovendien de parameter

zagen gelijk is aan de verwachting ¢ x, wordt een normale verde -
ling door verwachting en variantie dus volledig bepaald.
Als tweede illustratie passen wij formule (4;23) toe om de

variantie van €en \ﬁﬂuﬂxkﬂjr@;te nerekenen; wij krijgen met be-

hulp van (4;9) en (4;10):

(4;05) o x)-Exi(Ex) o eI (XYL S

Cpmerking
Uit (4;23) volgt direct de ongeli jkheld

(4;’26) Hiﬁi ? (:\,-F} ‘é “’5“%"(3"}()1

waarbij de gelijkheidtekens alleen gelden als x met kans 71 €en

bepaalde waarde aanneemt.

Stelling 4;4. Optelregel voor varianties
71iin x en y stochastisch onafhankelil jk verdeeldq>3 dan geldt

St i

(4327) oxey)=0(x)r O (y)

De stelling geldt ook voor meer dan twee grootheden.

Bewl js8

M

Volgens (4:22) is

L S R I T

1) Wanneer wij deze onderstelling maken, dan nemen wij steeds boven-

dien stilzwijgend aan, dat x en y een simultane verdeling bezitT-

WP iy

ten.



E(E’S“&'y)ma%ﬁ‘ \éiyj

dus

}

{€(>§+z)}l- (\Eé}l-+ (Lﬁy}’w— 2 k&}iﬁz,

Verder is, eveneens volgens (4;22)

Ex vy =L(xtey s 2xy) =Exir Lyt 2 Tx Ly,

Lhul ]

daar, wegens de onafhankeli jkheid (4;21) toegepast kan worden.
Volgens (4;23) is
Cj—i(.% §.,>f’) m%(?‘(%y)iw { f”(% + .,2,) }?; .3

substitueren wij de bovenstaande resultaten hierin, dan komt er

ot (ke y ) =Uxt - (L) e Ly - (Ly Y=o+ T ()

weer volgens (4;3;23).

Opmerking
De voorwaarde van onafhankeli jkheid is voldoende, docn niet

noodzakeli jk. Nodig en voldoende 1s blijkens net bewl]js, dat
(4;21) geldt. Deze stelling geeft tevens een belangrijk verschil
aan tussen verwachtingen en varianties. Voo optelbaarheid van

verwachtingen behoeft (4;21) niet te gelden.
De stellingen 4;3 en 4;4 zijn zowel voor de theoretische
statistiek als voor de toepassingen van groot belang. W1i] geven

twee tToepassingen.

Voorbeeld 4;0
Bereken de verwachting en de variantie van de binomiale

verdeling.

Oplossing

Volgens voorbeeld 2;7 kan een binomiale grootheild x (verge-
1ijk (1:6)) beschouwd worden als de som van n onafhankeliijk ver-

deelde grootheden Xs s die ieder een kans p resp. q bezitten op de

waarden 1 resp. 0.
Voor ileder daarvan geldt

Ex,=p en Ixd=p,
dus(vergell jk (4;23))
TH(x)=p-P=pq



Voorbeeld 4 ,1C
Het bureau
hoofds

' gl 3 J‘-_ 3 I‘_l::- i
4 b M H
iy . i .
it 1 3 ol

voor marktanalyse genoemd 1n voorbeeld 5;9 van
I vraagt zlch af hoeveel bez¢
ten afleggen om

eken men gemiddeld zal
deelnemers aan het consumentenpanel
Bovendlen wil men

aantal bezo

Fl'.b NEE k @ % Ja

deelnemers te krijge en daarom vraagt

L |
%ﬂi et
%‘,T? ¥ M 3

hoe groot de spr

roeken bedraagt.

aantal bezoeken n nodig om precies k deelnemers te vinden
volgt, zoals wi] in voorbeela H;9 Zagen,

J-q--l

en negatief binomiale
verdeling. De stochastische grootheid n kan beschouwd worden als

de som van k onafhankell jke grcotheden ﬂﬁﬁnqﬁﬂﬁ.%mw*wmawvan 24
y IR WRLY,

het aantal experimenten (= hwﬁgﬁl“f) voorstelt tot en met het
eerste succes, n,. het daarop vol

cende aantal experimenten tolt en

met het tweede succes, enz., Daar alle exper! WﬁtﬁﬁWaawnwﬂ%&mkﬁlijM:
" ; P B P o o e s 0 P TOY S SR _ - f 2 . d
z1iin, geldt dit cok voor de grootneden n (1=1,2, ...,k k) en dez
pbezlitten bovenc

erdeling als 0, - et eerste

\
moment daarvan is reeds berekend (vgl. (4;6)); het tweede kan op

analoge

mernn namell jk de be
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trekking
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o0

(4330)  €nt-2_nipgni= 9

Passen wij nu (4:;23) toe, dan blijkt

. VG | 9
(LU:‘M) O-Z(Di)"“ *P{' o ’"'"pa

en dus leiden stelling 4;3 resp. stelling b4 tot

(4;32) -Lo=% en o*-oi(n)=L
| | = = 10 het
In het geciteerde voorbeeld is voor p = = en k = 710 net ver-

>

wachte aantal bezoeken dus 25, terwiljl de spreiliding

Vkat _\[o2 610 vedraagt.

P GY

Stelling 4;5

Zijn a en b constanten en is x een stochastische grootheid,
dan 1s

(4333) o (ax+b)-aroi(x)

Bewl is
é(@§+b>m&€§+b.

De bij ax + b behorende gereduceerde grootheld is dus

&}_+bmﬂ€5mbm@(éwf/§)m @g |

=A*T*(X).

"""""

De belangrijkste toepassing hiervan is vervat in:

Stelling 4;6

ls X een stochastische grootheid met verwachting [ en

variantie CTE, dan bezlt de stochastische grootheid

ef % X
(4;34) X" = E2=b_=

-
b
w

verwachting O en variantie 1.

Het bewijs wordt aan de lezer overgelaten.
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